Losningsforslag till tentamen ¢ MVE750 2025-10-28
1 Uppgift 1

Losning:

T—r 00

lim (1+3> — lim e?n(1+7%5)

. 3 3 ) 3
Ih_)rgoxln (1+H> = [t— x—S} —tl_lgl+ <3+t> In(1 +¢)

In(1+¢
= lim (3t+3)M=(0+3)-1:3
t—0+
och eftersom e” &r kontinuerlig géller
lim e®(1+23) = 3,
T—r00

Svar: e3.

2 Uppgift 2

Losning: Taylorpolynomet av ordning 2 av en funktion f(z) runt = a ges av:

Po(e) = f(@) + F(@)@ —a) + LDz — )2

2

Vi har f(x) = sinx och sitter a = %. f'(x) = cosz, f"(z) = —sinx ger
1= G- 6=
1 V3 T 1 T 2
=38 3) L2

- R@=5+5e-5) 1%

Approximationen ges av

m m 1 m w2

TIRAIP Xy (I I L

Sy 2(5) 5 20v3 3600

Felet vid approximationen ges av

B (-G GE) e G,

Eftersom f"'(z) = — cosx giller
1 3
Eg(g):—é(;—o) coss <0, sel,
~——
<0 >0, sel

och felet har ett negativt tecken. For felets storlek géller att

™ 1 /73 1 /773 T 1 /m\3V3 1 T3 T
() e () o= ) e a5 o (D),
) 6 \30 6 \30 6 6 \30 2 44/3 \30 6°5
eftersom cos s dr stringt avtagande pa J = (0,7/2) (foljer fran att derivatan dr —sinx < 0 pa J).

Svar:
in T m Ly T ™ Felet har ett negativt teck h‘E (W)’< ™
Sln — X~ — — — ——— . Fele ar e negativ ecken, oc - —_—.
5727 503 3600 & >\5/1 ™ 108000v3
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3 Uppgift 3
Losning: f(x) = et Dy =R\ {1}.

li = L L _o(-1=0 lim eTs =e =1, ty e” ar kontinuerli
xirilml—x_z—igloo - 1/;5—]__ = = = m—y}tlooe =€ = 1, ty € ar kontinuerlig.
~
-0 0

. 1 .
—00 daz—1t = et =50 daz—1Tt

1
11—z \y

o diz—ol- = e w00 dia— 1"
sa y = 1 ar asymptot da x — Fo0, och £ =1 &r asymptot da =z — 17.
L (—1)2 1

/ = 1—x = ﬁ O D/:D
fllz)=e 1-z)2 (1 —;v)2€ > f !

dvs. f ér stringt viixande pa (—oo, 1) respektive (1, 00). Andpunkter, kritiska punkter och singulira
punkter saknas, sa (lokala) extrempunkter saknas.

// 2 1 1 1 3—2x 1
— —x - = — —x D//:D
f(z) (1733)361 +(17I)4el (1—:0)461 ) f f
5 . /3 [(x) >0 daz<3/2
~ e (5-0) = { P =0 dis=3
(1-2) f'(x) <0 dax>3/2

Eftersom f”(z) vixlar tecken i = 3/2 &r det en inflexionspunkt.

(Med férdel sammanstélls dven resultatet ovan i en teckentabell. Notera att f(z) > 0, f (3) =e™2.)

Svar: (Lokala) extrempunkter saknas.

f &ar (striangt) viixande pa (—oo, 1) respektive (1, 00).
x = 3/2 &r en inflexionspunkt.

Grafen (e] skalenlig) skissas till nagot liknande: fx=1

_____________________________________________________________________________

4 Uppgift 4

Losning:
3 —1 3 —1 A B Cxz+D
(a) PBUD: x2+m4:x2(1+x2):; z2 T—i—xQ
& 2° —1=Azx(1+2%) + B(1+2%) + (Cx + D)z?
2: —-1=8
z! 0=A
2?: 0=B+D & D=-B=1
?: 1=A+4C & C=1-A=1

P | 1 r+1 1 T 1
i 2 dr=— [ =d T 4 — dr—
/x2+x4 v /:172 CE—~_/1+:L'2 v /z2 m+/1+$2 x+/1+x2 v

1 1
=—+ iln(l + 2?%) + arctanx + C
x
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(b) /\/Eefﬁdz = { Zu:—i—\/idx } = —/Zuzeudu B _gy2ev —|—4/ue“du
=3

B _ou2e™ 4 due” — 4/e“du = (—2u® 4+ 4u — 4)e" + C = (=2|z| — 4z —4)e V" + C

0 R—o0

/Oo Vre Vedr = [(—233 4T - 4)e—ﬁ}°° = lim (—2R —4VR —4)e VE — (-4)=0+4=14
0

1 1
Svar: (a) p + 3 In(1 + 2?) + arctanz + C.  (b) 4.

5 Uppgift 5
Losning:
(a) Skdrningspunkterna mellan y = f(z) = 2® — 8z och y = g(z) = —23 ges av

fx)=gx) < f(x)—g(x)=20"-8r=2x(2">—4) =22(x—2)(z+2) =0 <& 2z {£2,0}.

2 2 2
= A= / |f(x) — g(x)|dx = / |22 — 8x|dx = [jimn integrand] = 2/ 122 — 8x|dx
—2 -2 0

och eftersom 223 — 8z = 2x(x — 2)(z + 2) <0, Vz € [0, 2] giller

2 472
A:2/ (8x—2z3)dz—2{4x2—x2] =2(16 —8) — 0 = 16.
0 0

(b) Kurvan C : r = (cos®t,sin’¢), t € [0, %] har lingden L = / ds dar
c

r(t) = (cos® t,sin®t), r'(t) = (—3cos?tsint,3sin’tcost) = 3sint cost(— cost,sint)

= ds = |r/(t)|dt = 3|sintcost|\/ cos?t + sin® t dt = 3|sint cost|dt

™

B 5 Bl
= L:3/2 sintcostdt:§/2 sin27fdt:§ 70052t :§ 17 71 = 3,
0 2 Jo 2 2 |, 2\ 2 2

Svar: (a) A=16. (b) L =3/2.

o |

6 Uppgift 6

Losning: De fyra punkterna ligger i samma plan om Py Py L (PP x Py Py), dvs. om
P1P2 . (P1P3 X P1P4) =0.

— — — —
PP, =0P,— 0P, = P P,=(-520), PiP=(3,4,-2), PP =(-13—1).

i j k -5 2 0
P1P2 . (P1P3 X P1P4) = (751 + 2J) . 3 4 -2 | = 3 4 -2 | =
-1 3 -1 -1 3 -1

= —5-4(=1)+2(—=2)(=1) +32-0—[-5(-2)3+2-3(=1) + 0-4(—1)] =20+4—30+ 6 =0.

Svar: De fyra punkterna ligger i samma plan.

7 Uppgift 7
Losning;:
(a+Ab) L(a—Ab) < 0= (a+Ab)-(a—Ab)
=a-a—Ja-b+Ab-a—\b-b=|a]® - \|b?

laj? 22 2
=4 |a‘2:)\2|b|2 =4 )\QZW:? = A:ig

Svar: A = £+—.
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